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ANALYSE SUR LES VARIJ:TJ:S. - SUI' Ie noyau des operaterus pseudo-diffirentiels 
a symbole surjectif et non injectij. Note (*) de MM. Jean-Pierre BourguignOD, David 
G. EbiD et JerroJd E. Marsdea, preseDtee par M. Laurent Schwartz. 
On etablic qu'un operateur pseudo-ditrerenticl a symbole surjectif ct non injectif a un noyau dc 
dimension inllnie. Deux applications a la rclativitc generalc ct a la geometric riemannicMc sont 
prisent6es. 
1. NOTAnONS. - X desigDe une variete C'" compacte de dimension n. Son fibre tangent 
est designe par TM et son fibre cotangen"t par'" M. Des fibres vectoriels C:II sur X sont 
designes par E, F ou G; COlI (E) est J'espace des sections COlI de E et pour s entier H' (E) 
Ie complete de COD (E) pour une norme H' qui est nOlee II II, (des metriques et des 
connexions sur X et Jes fibres sont supposees choisies; les metriques sonl nOleeS avec une 
seuJe barre). Si 0 est un ouvert rcgutier de X, C: (0, E) designe l'espa.ce des sections COD 
de E a support dans 0 et H~ (0, E) son complete pour une norme H'. 
Si P est un operateur pseudo-diffcrentiel d'ordre enlier m de COD (E) dans COD (F), 
(1 (P) designe son symbole principal. Nous reservons la notation P lorsque P opere 
de C= (E) dans Coo (F); P, designe I'extension de P de H' (E) dans H'-'" (F), pO la res-
triction de PaC: (n. E), ~ I'extension de pO a. H~ (0, E). 
1. THEOREME I. - Si P est a symhole surjectif et non injectif, aJors Ie noyau de P est de 
dimension infinie. 
Preuve. - Supposons Ker P de dimension linie. Montrons que pour tout s ~ O. 
Ker p. = Kc:r P. 
D'apres (I), p. 383 ou n, thcoreme 7" 2. P etant a symbole surjectif et par suite p. a 
symbole injcctif. 1m P* est facteur direct dans C= (E) ct par suite 
C" (E) = 1m P" 9 Ker P; 
de plus 
les facteurs ctant orthogonaux pour Ie produit scalaire HO. 
Si Ker Po "etaie different de Ker p, alors 1m p. ne serait pas dense dans 1m P:. ce qui 
n'est pas. 
Par suite comme Ker P c: Ker p. c: Ker Po pour tout s ii: 0, 
Ker p. = Ker P pour tout s ~ O •. 
Soit A un llupplcmentaire topo)ogique de Ker P dans HO (E). Notons Am = A f"\ H'" (E). 
Nous avons 
(lj 
L 'application p .. : Alit _ p .. (M'" (E» c: HO (E) est un isomorphisme, car P", est continu 
et bijectif et Pm (H'" (E» fermc dans HO (E). 
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Done si t e C" (E), alors d'a.pres (1) on peut eerir': 
1=1'+r" a vee I . e Ker P, I _. e A'" : 
de plus it existe une constante c telle que 
II t II ... ~ ( 111' II ... + III ~ II",) ~ c ( II t' II", + II p .. (110). 
Si Ker P est de dimension finie, if existe une constante c teUe que pour I' e Ker P, 
111'11 ... ~ ell r'lIo. 
Par suite il existe une eonstante c teUe que 
12) II t II ... ~ c ( " t 110 + II P", 1110)' 
La preuve s'inspire alors directement des ealculs presentes dans (5), p. 133. 
Soit Q un do maine de cane et t e CO' (0, E). Si pour ~o ;C: 0 e (R")- et I. e R. on pose 
tl = eil(.r·~ .. ) . t; alors par definition du symbole principal de P : 
(3) 
Evaluons II tl. jI",. Pour A. assez grand, 
En utitisant (2) et (3), pour i.. assez grand, il existe des constantes c telles que 
Comme I est olrbitraire dans C~ ('0, E), pour tout x dans Q. pour tout ~o dans (R,,)*, 
il existe une constante c teUe que 
It(:C) I ~ c I a(P)(x, ~o)(t(x» I· 
Le c;ymbole a (P) devrait done ccre injectif, d 'ou. une contradiction. 8 
R~marque. - Dans Ie cas oil P est un operateur differentiel et OU Q est un ou\"~rt regulier 
non .. ide de X, on prouve de fa«;on tout a fait analogue que Ker ~ est de dimension infini,! 
en se servant de la deuxieme partie de la preuve, car toujours d 'apres ('), theoreme 7 _ 2, 
1m P! cst fermee dans HO (0. E). 
nrEOR b'E 2. - SOil L : E - G Ull morp!risme de fibres vectorie/s C~. SI Ie symho/e de P 
j!/1 ",'ul'ic:tion a Ker Lest surjecri/ mais no" injectif, a/ors /'espace des secriolls de Ker L 
anllule~y par P esl de dimensioll infinie. 
PrI!UI·e. - Lorsqu 'on ehoisit un domaine de carte 0, pour .r dans Q. dim Ker Ll: atteint 
sa. valeur minim.ale sur un ouvert Q'. On applique les estimees du tMorerne 1 sur eet ouvert 
en re')rrietion auquel Ker L est un fibre. 
J. :\PPLICATION A L-\ RELATIVITE GENERAtE. - SOil t: une mchrique rj~mannienne. 
J" de!'ign~ ('adjoint ~e la deriv~ de Lie de la metrique: 3g est aussi la divergence des 
2-[cnsc!urs ~ymetriques ealcul~e au moyen de la derivation covariante D de Levi·Civita. 
La trace par rapport a g des 2-cellseurs symetriques est designee par Tr,. 
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PROPOSmON 3. - Si dim X ~ 3, /'espace des champs COQ de 2-tenseurs s.\·melriques a 
trace nuJ/e et a dil'ergence nulle (resp. de dass(! HI a support dans tine boule Iton "ide) est de 
dimension injinie. 
Preuve. - On applique la version locale du theoreme 2 a P = 0, en prenant E = TZ, 
Ie fibre des 2-tenseurs symetriques a trace nulle et pour F Ie fibre tangent. Comme 
dim F < dim E des que dim X ~ 3, Ie symbole de P n'est pas injectif. 
Pour he 0 2 T* X, a (P) (~) h = -h=.; (h' designe Ie 2-tenseur contravariant associe 
a h par g et . Ia contraction) qui est clairement surjectif des que dim X ~ 2. • 
COROLLAIR.E 4. - L'espace tangent a fespace des structures con/ormes en dimension ~ 3 
et en particulier en dimension 3 /'espace des « vrais degres graviralionneis de liberte » sont 
de dimension infinie. 
Preuve. - En effet tout he C'" (0 1 T* X) . se decompose en h = hTT +h~ avec 
Tr, hTT = 0, o~ hTT = 0 et h' tangent a {'orbite de g sous I'action du groupe confarme 
~ (X) x51'''' (X), produit semi-direct du groupe des diffeomorpbismes par Ie groupe multi-
plicatif des fonctions positives sur X. • 
Remarque. - En dimension 2, I'espace des structures conformes s'identifie avec l'espace 
des structures complexes et alors il est de dimension 6 y - 6 ou y designe Ie genre de X. 
4. ApPLICA nON A LA OEOMETRn: lUEMANNlENNE. - It est classique ref. (6), 3. 4)} que 
si 't (g) designe la courbure scalaire de g, alors pour he COQ (Ol T* X) : 
ou 6 i designe Ie laplacien sur les ronctions et (Ric (g), .) Ie produit scalaire avec la courbure 
de Ricci de g. 
CoROLUIRE 5. - II existe un espace de dimension inftnie de deforma~ions injiltitesimaies 
iJ'l de g preservanr la courbure sealaire dans X (resp. de dasse Hl a support dans une boule 
iP' , "p non vide) des que dim X ~ 3. 
L(('i 'flJl'- ~ Preuve. - 00 applique Ie tneoreme 2 a. E = TZ, F = TXt G Ie fibre trivial R x X 
i; S1..l ~~ ""I et L = (Ric (g), .) ..• 
S IJI'J' \ I g~ ~ Dans e), J. Marsden et A. Fischer s'interessent au probJeme de la stabilite a la linea-
'c,l41i1 \.OQ risation, a. savoir de I'existence d'une courbe de metriques g()..) issue de g teUe que 
~I ~J~. ."'-." 
_J~ O· (\ , 
lV- 1 rJ ,que.. 
0. ~.w ~ .•. ~ d _~. ~, ,. ,:'.' -g()..)p .• o = h donne. 
,,- , ~ dJ.. 
J . ,', \~~_" -'-- 11 est clair que necessairement'-; (/r) = O. 
't (g (;i.)) = 't (8) = 'to 
r--- ,'. '. . En tant qu 'application des metriques sur X dans les fonctions sur X, test une submersion 
\ .0- ~. "\,. ' ..... ; ~. -~ Ii- . ~ sauf aux points ou t~' :.9' (X) - C'" (0 1 T* X) n'est pas injectif [ef. en. Dans Ie cas 
~: . ; .... :. general, it y a stabilite [ef. en 
',' /' 
. \.'~ ,/ 
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PRUPOSITION 6 [ef. e) pour des cas particuliersJ. - Si dim X ~ 3, if n·." a pas stabilite 
a 1.7 !illearisatiolJ aliX metrique.1f g oi, t II 'est ."OS line slIbmt'rsion. 
preu\'c. 
(4. 
Dans (3), A. Fischer et J. Marsden montrent que la condition 
« pour tout f dans Ken~·. fxft" (h, h) = 0» 
(ou t' designe 1a derivee secon~e de la courbure scalaire) est une condition necessaire 
pour que h dans Ker t~ soit une direction stable. 
Si t n'est pas unc submersion. it existe /C'= non nulle teUe que t~' (I> == O. Soit n 
un ouvert de X ou/est par exemple positive. Soit S Ie sous~pace ferute de Hi (E) de tous 
les h i support dans n et verifiant Tr, h = 0, 0, h = 0 et (Ric (g). h) = O. 
Supposons qu'it y ait stabilite en g; (4) doit ctre satisfaite pour tout h dans S; d'apres 
1a formule donnant t l [cf. (~)] : 
!ffIDhI1=ffR(h. h), 
2 x x 
o 
ou R est Ie tenseur de courbure quatre fois contravariant. 
La fonction/etant positive sur n, on en deduit qu'jJ existe une constante c telle que pour 
tout h dans S : 
S etant de dimension infinie d 'apres Ie corollaire 5 et la fin de la remarque. it y a une 
contradiction. _ 
(.) seance du 1" mars 1976. 
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